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1. Los numeros de Lucas son definidos por Lo =2, L1 =1,y
L, =1L, 1+ L, o para n > 2. Probar que para todos los enteros no
negativos n.

(a) Z?:o (?)(_1)d_iL6(n+i)+1 =22 L6, 1434
(b) Len+3y+1 = 19Lg(n42)+1 — 19Lg(n+1)+1 + Lont1
(¢) Lent1 — 1 =4n(6n+ 1)(4n — 3) (mod 128)

2. Sea L, el enésimo ntimero de Lucas. Probar por induccién que:
L2n - 2n+1' Cp — ].
donde ¢, es un ntmero impar.

3. Probar por induccién matematica que para cada entero positivo n:

(a) 5 divide a 1 + (1+2¢ﬁ)2" + (1—2m)2n
(b) 5% divide a 1 4 (LRAT)4" 4 (1=yAT)4"

4. Sea @5(z) =at + 23+ 22 + 2+ 1y sea

4

ge(@) =1+ (Ps(z) —a')*

i=1

(a) Probar que para cualquier entero n > 0, [®5(x)]? es factor de
g1on+6(x) + 3(10n + 6)Ps5 ().

(b) Sea p # 5 un primo impar divisor de ®5(z). Demostrar que p? divide
a gp—1yn+6(2) +3((p — 1)n + 6)@5().

5. Sea a un entero positivo fijo. Sea {S,} la sucesién definida por Sy = 3,
S1=0,8 =2a,y S, =a Sp_2+ (a—1)-S,_3 para n > 3. Probar que
para cualquier entero no negativo n:

Senia = (2n4+1)(3n+2)(—2n-a + 1)a*> (mod a*)



6. Sea F), el enésimo numero de Fibonacci. Probar que:

(a) Para cualquier entero n > 3, Fyn + 22" 4 (—1)" — 31 es divisible por
72 sin es par y por 7 si n es impar.

(b) Para cualquier entero no negativo n, Fyg,16-+2*"116-30 es divisible
por 7.

7. Sea F,, el enésimo numero de Fibonacci y sea L, el enésimo nimero de
Lucas. Si a, b, d y n son enteros no negativos, probar que:

(a)
(Cj) (1) Fog(niiy4p =

d
i=0

_ {FZan+b+ad(L2a - 2)

d .
z si d es par,

d—1 . .
(F2an+b+a(d+1) - F2an+b+a(d—1))(L2a - 2)T si d es unpar.

14 _
Z (z) (=) Loa(nti+b =
=0

%

_ {LQan+b+ad(L2a -2) si d es par,

d— . .
(L2an+b+a(d+1) - L2an+b+a(d—1))(L2a - 2)71 sid es mpar.

Notar que si a es impar, las mencionadas sumatorias son equivalentes a
d d _ 2
Fountvradlls v Logntbtaals. Sia es par, Lo, —2 = 5HF7.

1 Indicaciones.

Indicacién Problema 1:
Parte a
Sea « el nimero dureo. El lado izquierdo de la expresién es igual a

a6n+1(a6 _ 1)(1 + (1 _ a)6n+1((1 _ OL)G _ 1)d

Mostrar que a® —1 = 4a% y que (1 — a)® — 1 = 4(1 — a)3. Ver también
Problema 7, parte (b).

Parte b

Realmente es suficiente mostrar la identidad Lg(n42)+1 = 18Lg(nt1)4+1 —
Len 11, lo cual es un caso particular de la formula Vajda-17a en [3].

Parte c

Usar parte (b) o parte (a) y el hecho que la d-ésima diferencia progresiva de
un polinomio de grado (d — 1) es igual a cero.



Indicaciéon Problema 2:

Si bien la proposicién es verdadera para n = 0, es conveniente comenzar con
el caso base n = 1.

Usando la formula Vajda-17c [3], podemos deducir que Lyn+1 = L2, —2 para
n > 1. A partir de esto tenemos que 1+ Lon+1 = (14 Lan )((1 + Lon) — 2). Usar
la hipétesis de induccion dos veces y completar la demostracién.

Ver la solucién de Bob Prielipp del problema que aparece en [4].

Notar que la sucesién {CCJ:I} puede ser usada para dar otra prueba de la
infinitud de ndmeros primos [5].

Indicacién Problema 3:

La solucién de este problema es esencialmente la misma que la del Problema
5 (partes (¢) y (d)) en [1]. Dado que no es obvio que las expresiones en el
problema que contienen radicales son enteras, es necesario probar e incluir este
hecho en la hipétesis inductiva.

Indicaciéon Problema 4:

Parte a

Para evitar grandes cdlculos, considerar los casos bases como probados.

Notar que ®5(x) es factor de (®5(x) — 2°)1 — 1 para 1 < i < 4. Sea
G(n) = gron+6(z) + 3(10n + 6)®5(x), probar que [®5(x)]? es factor de
G(n+2)—2G(n+1)+G(n).

Parte b

Solucién 1

Usar parte (a) y el resultado del Problema 27 en [1].

Solucién 2

De una conocida propiedad de los polinomios ciclotémicos, tenemos que
®5(x) es divisible por 5 o por nidmeros de la forma 5M + 1 (Ver [2]). La de-
mostracién sigue inmediatamente de este hecho y parte (a).

Indicaciéon Problema 5:

Sp = Sna = (—1)" + V(1,1 — a), donde V,, es la secuencia de Lucas
con valores iniciales Vj = 2 y Vi = 1 (ver [6]). Notar que para a = 2,
Vn(1,1—a) = L, (el enésimo ntimero de Lucas) y paraa = 3, V,,(1,1—a) = j, (el
enésimo niimero de Jacobsthal-Lucas). Usar la siguiente identidad V(n4-2)+4 =
Vo(nt1)44Ve — (1 — @)% Ven14, lo cual es un caso especial de identidad (43) en [6].

Indicacién Problema 6:

Parte a

Mostrar que para n > 4, la expresién tiene periodo 6 modulo 49. De la
formula Vajda-13 en [3], tenemos que Fyn+s = Fon Lon Lon+1 Lon+2. Como resul-
tado de una bien conocida propiedad de los nimeros de Fibonacci, tenemos que
F,,, es divisible por 7, si m es divisible por 8. Adicionalmente, probar que para
n >4, 49 divide a Lan — 2 (Ver la identidad mencionada en el Problema 2).



Parte b
De acuerdo a la formula Vajda-15a en [3], Fign 16+ Fas(nt2)+16 = Fagn+1)+16L4s
Por lo tanto:

Fignt16 — 2Fug(ni1) 116 + Fag(nr2)+16 = Fag(ni1)+16(Las — 2)

Por otra parte, Lig—2 = 5F%, (Vajda-23) y Fyy es divisible por 7. Asf Fyg, 16—
2F48(n+1)+16 + F48(n+2)+16 es divisible por 49.

Probar que las otras expresiones satisfacen la misma recurrencia modulo 49
y completar la demostracién.

Indicacion Problema 7:
Parte a

_ 1+V5
Sea a = =5

. El lado derecho es igual a:

L(OéZaner(aZa o 1)d o (1 o a)2an+b((1 o a)Qa . l)d)

V5

(@*™*P(a%(a” = (1= a)"))! = (1 = a)*"**((1 - a)*((1 = @)* = a")))

4

1
%<aa _ (1 _ a)a)d(a2cm+baad _ (_1)d(1 _ a)Zan-{-b(l _ a)ad)
Para completar la demostracién, considerar los casos d par e impar.
Parte b
Ver parte (a).
Un ligeramente més especial resultado puede ser encontrado en [7].
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