
Inducción Matemática
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1. Los números de Lucas son definidos por L0 = 2, L1 = 1, y
Ln = Ln−1 + Ln−2 para n ≥ 2. Probar que para todos los enteros no
negativos n.

(a)
∑d

i=0

(
d
i

)
(−1)d−iL6(n+i)+1 = 22dL6n+1+3d

(b) L6(n+3)+1 = 19L6(n+2)+1 − 19L6(n+1)+1 + L6n+1

(c) L6n+1 − 1 ≡ 4n(6n+ 1)(4n− 3) (mod 128)

2. Sea Ln el enésimo número de Lucas. Probar por inducción que:

L2n = 2n+1· cn − 1

donde cn es un número impar.

3. Probar por inducción matemática que para cada entero positivo n:

(a) 5 divide a 1 + ( 1+
√
17

2 )2
n

+ ( 1−
√
17

2 )2
n

(b) 52 divide a 1 + ( 1+
√
17

2 )4
n

+ ( 1−
√
17

2 )4
n

4. Sea Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 y sea

gk(x) = 1 +

4∑
i=1

(Φ5(x)− xi)k

(a) Probar que para cualquier entero n ≥ 0, [Φ5(x)]
2 es factor de

g10n+6(x) + 3(10n+ 6)Φ5(x).

(b) Sea p ̸= 5 un primo impar divisor de Φ5(x). Demostrar que p2 divide
a g(p−1)n+6(x) + 3((p− 1)n+ 6)Φ5(x).

5. Sea a un entero positivo fijo. Sea {Sn} la sucesión definida por S0 = 3,
S1 = 0, S2 = 2a, y Sn = a·Sn−2 + (a− 1)·Sn−3 para n ≥ 3. Probar que
para cualquier entero no negativo n:

S6n+4 ≡ (2n+ 1)(3n+ 2)(−2n· a+ 1)a2 (mod a4)
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6. Sea Fn el enésimo número de Fibonacci. Probar que:

(a) Para cualquier entero n ≥ 3, F2n + 22
n

+ (−1)n − 31 es divisible por
72 si n es par y por 7 si n es impar.

(b) Para cualquier entero no negativo n, F48n+16+248n+16−30 es divisible
por 72.

7. Sea Fn el enésimo número de Fibonacci y sea Ln el enésimo número de
Lucas. Si a, b, d y n son enteros no negativos, probar que:

(a)
d∑

i=0

(
d

i

)
(−1)d−iF2a(n+i)+b =

=

{
F2an+b+ad(L2a − 2)

d
2 si d es par,

(F2an+b+a(d+1) − F2an+b+a(d−1))(L2a − 2)
d−1
2 si d es impar.

(b)
d∑

i=0

(
d

i

)
(−1)d−iL2a(n+i)+b =

=

{
L2an+b+ad(L2a − 2)

d
2 si d es par,

(L2an+b+a(d+1) − L2an+b+a(d−1))(L2a − 2)
d−1
2 si d es impar.

Notar que si a es impar, las mencionadas sumatorias son equivalentes a
F2an+b+adL

d
a y L2an+b+adL

d
a. Si a es par, L2a − 2 = 5F 2

a .

1 Indicaciones.

Indicación Problema 1:
Parte a
Sea α el número áureo. El lado izquierdo de la expresión es igual a

α6n+1(α6 − 1)d + (1− α)6n+1((1− α)6 − 1)d

Mostrar que α6 − 1 = 4α3 y que (1 − α)6 − 1 = 4(1 − α)3. Ver también
Problema 7, parte (b).

Parte b
Realmente es suficiente mostrar la identidad L6(n+2)+1 = 18L6(n+1)+1 −

L6n+1, lo cual es un caso particular de la formula Vajda-17a en [3].
Parte c
Usar parte (b) o parte (a) y el hecho que la d-ésima diferencia progresiva de

un polinomio de grado (d− 1) es igual a cero.
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Indicación Problema 2:
Si bien la proposición es verdadera para n = 0, es conveniente comenzar con

el caso base n = 1.
Usando la formula Vajda-17c [3], podemos deducir que L2n+1 = L2

2n −2 para
n ≥ 1. A partir de esto tenemos que 1+L2n+1 = (1+L2n)((1+L2n)− 2). Usar
la hipótesis de inducción dos veces y completar la demostración.

Ver la solución de Bob Prielipp del problema que aparece en [4].
Notar que la sucesión { ci+1

ci
} puede ser usada para dar otra prueba de la

infinitud de números primos [5].

Indicación Problema 3:
La solución de este problema es esencialmente la misma que la del Problema

5 (partes (c) y (d)) en [1]. Dado que no es obvio que las expresiones en el
problema que contienen radicales son enteras, es necesario probar e incluir este
hecho en la hipótesis inductiva.

Indicación Problema 4:
Parte a
Para evitar grandes cálculos, considerar los casos bases como probados.
Notar que Φ5(x) es factor de (Φ5(x) − xi)10 − 1 para 1 ≤ i ≤ 4. Sea

G(n) = g10n+6(x) + 3(10n+ 6)Φ5(x), probar que [Φ5(x)]
2 es factor de

G(n+ 2)− 2G(n+ 1) +G(n).
Parte b
Solución 1
Usar parte (a) y el resultado del Problema 27 en [1].
Solución 2
De una conocida propiedad de los polinomios ciclotómicos, tenemos que

Φ5(x) es divisible por 5 o por números de la forma 5M + 1 (Ver [2]). La de-
mostración sigue inmediatamente de este hecho y parte (a).

Indicación Problema 5:
Sn = Sn,a = (−1)n + Vn(1, 1 − a), donde Vn es la secuencia de Lucas

con valores iniciales V0 = 2 y V1 = 1 (ver [6]). Notar que para a = 2,
Vn(1, 1−a) = Ln (el enésimo número de Lucas) y para a = 3, Vn(1, 1−a) = jn (el
enésimo número de Jacobsthal-Lucas). Usar la siguiente identidad V6(n+2)+4 =
V6(n+1)+4V6− (1−a)6V6n+4, lo cual es un caso especial de identidad (43) en [6].

Indicación Problema 6:
Parte a
Mostrar que para n ≥ 4, la expresión tiene periodo 6 modulo 49. De la

formula Vajda-13 en [3], tenemos que F2n+3 = F2nL2nL2n+1L2n+2 . Como resul-
tado de una bien conocida propiedad de los números de Fibonacci, tenemos que
Fm es divisible por 7, si m es divisible por 8. Adicionalmente, probar que para
n ≥ 4, 49 divide a L2n − 2 (Ver la identidad mencionada en el Problema 2).
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Parte b
De acuerdo a la formula Vajda-15a en [3], F48n+16+F48(n+2)+16 = F48(n+1)+16L48

Por lo tanto:

F48n+16 − 2F48(n+1)+16 + F48(n+2)+16 = F48(n+1)+16(L48 − 2)

Por otra parte, L48−2 = 5F 2
24 (Vajda-23) y F24 es divisible por 7. Aśı F48n+16−

2F48(n+1)+16 + F48(n+2)+16 es divisible por 49.
Probar que las otras expresiones satisfacen la misma recurrencia modulo 49

y completar la demostración.

Indicación Problema 7:
Parte a
Sea α = 1+

√
5

2 . El lado derecho es igual a:

1√
5
(α2an+b(α2a − 1)d − (1− α)2an+b((1− α)2a − 1)d)

1√
5
(α2an+b(αa(αa − (1− α)a))d − (1− α)2an+b((1− α)a((1− α)a − αa))d)

1√
5
(αa − (1− α)a)d(α2an+bαad − (−1)d(1− α)2an+b(1− α)ad)

Para completar la demostración, considerar los casos d par e impar.
Parte b
Ver parte (a).
Un ligeramente más especial resultado puede ser encontrado en [7].
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